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Il concetto di simmetria in fisica e` fondamentale per lo studio del comportamento della Natura. Le
simmetrie sono strettamente legate alle leggi di conservazione e a quantita` conservate che, in mecca-
nica quantistica, si traducono in buoni numeri quantici.
La simmetria tra protoni e neutroni e` uno dei principi base della fisica nucleare ed e` quella che ha
portato all’elaborazione del concetto di isospin. Questa teoria prende le mosse da due pilastri fonda-
mentali della fisica nucleare: la simmetria di carica e l’indipendenza di carica.
Una volta eliminati tutti gli effetti dell’interazione coulombiana, la simmetria di carica afferma che
l’interazione nucleare protone-protone e` uguale a quella neutrone-neutrone (Vpp = Vnn). L’indipen-
denza dalla carica invece afferma che Vpp + Vnn = 2Vpn. Da quest’ultima assunzione dipende inoltre il
fatto che ogni stato costruito in un sistema pp (o nn) deve esistere anche nel sistema pn; il viceversa
pero` non e` sempre vero. Grazie a questi due concetti e` possibile trattare protoni e neutroni come due
stati diversi di una stessa particella, il nucleone, caratteristica che viene descritta dal formalismo di
isospin.
Gli stati di nuclei isobari1 che possiedono lo stesso isospin T , lo stesso momento angolare tota-
le J e parita`, la stessa configurazione della funzione d’onda, sono chiamati Stati Isobari Analoghi
(IAS = Isobaric Analog State) e in assenza di effetti di rottura di simmetria sono degeneri in ener-
gia. La somiglianza sperimentale di questi stati dimostra la forza del concetto di isospin.
Dai principi di simmetria e indipendenza di carica deriva il fatto che eventuali differenze di energia
tra IAS siano esclusivamente di origine elettromagnetica. Il loro contributo all’energia di legame com-
plessiva del nucleo, in prima approssimazione, puo` essere stimato come l’energia elettrostatica di una
sfera uniformemente carica. A parita` di numero di massa A, l’energia di legame totale dipende solo
dalla differenza tra il numero di protoni e quello di neutroni.
Le energie degli stati analoghi di due nuclei isobari differiscono di una quantita` definita come Coulomb
Displacement Energy (CDE), dell’ordine di decide di MeV. Normalizzando l’energia di legame assoluta
allo stato fondamentale, le differenze di energia coulombiana (CED = Coulomb Energy Differences)
rappresentano solamente la differenza nella CDE in relazione allo stato fondamentale.
Ci si aspetta quindi che stati IAS mostrino leggere differenze con l’aumento dello spin associato
all’influenza dell’energia di Coulomb, per quanto riguarda la variazione degli orbitali nucleari, la quale
contribuisce alle funzioni d’onda degli stati eccitati. Questa differenza risulta dell’ordine di decine, fino
a qualche centinaia di keV.
Di particolare importanza risulta lo studio delle differenze di energia di eccitazione tra stati analoghi
di coppie di nuclei speculari, cioe` con N e Z scambiati, chiamate Mirror Energy Differences (MED):
MEDJexp = EJ(Z>)− EJ(Z<)
dove EJ(Z>) indica l’energia di eccitazione dello stato con momento angolare J nel nucleo con maggio-
re valore di Z tra i due nuclei speculari. In particolare, interessa studiare il loro andamento in funzione
1I nucleo isobari sono nuclei con la stessa massa A, ma diverso numero di protoni e neutroni.
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del momento angolare del nucleo e indagare gli effetti di non conservazione dell’isospin. Questo studio
costituisce inoltre uno strumento che consente di studiare l’evoluzione della struttura nucleare, evi-
denziandone sia proprieta` collettive che di particella singola.
Le MED in nuclei di massa A = 40− 55 sono state riprodotte teoricamente con sucesso da Bentley e
Lenzi [1] utilizzando il modello a shell nucleare nella shell fp.
In questo elaborato verra` applicato il metodo introdotto in [1] a nuclei con A = 30− 40. I risultati di
questo studio saranno esposti nel Capitolo 5, dopo aver introdotto il formalismo di isospin (Capitolo
2) e dopo aver descritto il Modello a shell (Capitolo 3), base di tutti i calcoli teorici fatti. Nel Capitolo





Protoni e neutroni sono fermioni di spin 12 aventi massa circa uguale. Proprio per queste somiglianze,
Heisenberg penso` di introdurre un’interpretazione che rappresentasse queste due particelle come due
stati diversi della stessa particella, il nucleone. [2]
Per descrivere i due diversi stati venne introdotto un nuovo numero quantico: l’isospin, indicato con
T . A questo numero quantico viene assegnato, in analogia con il numero quantico di spin, il valore−→
t = 12 e la sua proieizione lungo l’asse z e` tz = −12 per i protoni e tz = +12 per i neutroni1.
L’operatore di isospin T̂ puo` essere considerato l’analogo dell’operatore di spin Ŝ solo che, mentre lo
spazio in cui e` descritto lo spin e` uno spazio reale, lo spazio dell’isospin non lo e`, e` uno spazio virtuale.
Se consideriamo un sistema formato da molti nucleoni, l’isospin totale e la sua proiezione lungo l’asse










L’interazione forte conserva l’isospin cosicche´ il valore di aspettazione dell’Hamiltoniana Hs non








e in modo del tutto analogo al caso dello spin si ha:
T̂ 2 |Ψ〉 = T (T + 1) |Ψ〉
T̂z |Ψ〉 = Tz |Ψ〉
Tz puo` assumere (2T + 1) valori:
Tz = −T,−T + 1, . . . ,+T − 1,+T




∣∣∣∣ ≤ T ≤ N + Z2
1La convenzione sul segno di tz e` del tutto arbitraria: in alcuni testi si trova la convenzione appena descritta, in altri
quella opposta
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Possiamo cosi ottenere un valore minimo e un valore massimo per T : per un dato Tz abbiamo Tmin =
|Tz| e Tmax = A2 .
Prendiamo ora come esempio due nucleoni; in questo modo avremo che la terza componente di isospin
potra` assumere i valori Tz = −1, 0,+1. Per la grandezza T invece, poiche´ T ≥ |Tz| si avra`:
 T = 1 per tutte le combinazioni possibili di due nucleoni: nn, pp, np
 T = 0 solamente accoppiando un protone e un neutrone (np), in quanto questi hanno isospin
opposto
Nel primo caso otterremo uno stato di tripletto con T = 1 e Tz = −1, 0,+1 mentre nel secondo caso
avremo uno stato di singoletto con T = 0 e Tz = 0.
Ricordando la definizione di Stati Isobari Analoghi data al capitolo precendete, due nuclei speculari
avranno lo stesso schema di livelli. Per questo motivo, lo studio delle differenze di energia di eccitazione
tra stati IAS, ossia le Mirror Energy Differences, e` utile all’analisi delle varie componenti dell’intera-
zione tra nucleoni che rompono la simmetria di isospin, oltre al fatto che grazie a queste differenze di
energia e` possibile individuare piccoli cambiamenti nella struttura nucleare in funzione del momento




Il modello a shell prende spunto dalla fisica atomica, in cui un modello simile e` riuscito a spiegare
numerosi dati sperimentali. Nel caso nucleare, le evidenze sperimentali che portarono all’elaborazione
di questa teoria sono:
 L’esistenza di numeri magici: in corrispondenza di certi valori di N o Z si osserva un improvviso
incremento dell’energia di separazione, quindi i nuclei che possiedono un numero magico di
neutroni o di protoni sono molto piu` stabili dei loro vicini. Dai dati sperimentali si e` trovato che
questi numeri magici sono N o Z = 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126.
 La sezione d’urto di assorbimento di neutroni e` 10 ÷ 100 volte piu` piccola per nuclei con un
numero magico di neutroni rispetto a quella di nuclei con masse simili. Cio` significa che i nuclei
magici sono caratterizzati da una stabilita` “intrinseca” e tendono a rimanere tali.
 Le energie di eccitazione del primo stato J = 2+ nei nuclei pari-pari risultano avere delle energie
maggiori in corrispondenza di questi numeri magici.
Il modello a shell si propone di risolvere l’equazione di Schro¨dinger del sistema nucleare a molti corpi.

















= (H0 +Hres) |Ψ〉 = E |Ψ〉
(3.1)
dove Ti e` l’energia cinetica della particella i-esima e Vij e` il potenziale di interazione a due corpi.




h0i −→ h0i |ϕi〉 = (Ti + Ui) |ϕi〉 (3.2)
dove Ui e` il potenziale centrale ossia U(
−→r ) = U(|r|).
Hres invece e` l’Hamiltoniana residua








Considerando l’Hamiltoniana a un corpo, avremo un sistema di equazioni dato da
h0(i)ϕi(ri) = εiϕi(ri) (3.4)
1Tutte le interazioni non centrali o di varia natura vengono raggruppate nella cosiddetta interazione residua
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La funzione d’onda che descrive la configurazione i-esima del sistema e` descritta dai determinanti di
Slater:
χi(









−→rA) . . . ϕA(−→rA)
∣∣∣∣∣∣∣ (3.5)














Il successo di questo modello dipende inoltre dalla scelta del potenziale Ui, il quale deve essere preso
il piu` vicino possibile a Vij in modo tale da rendere Hres piccolo. I primi due potenziali presi in
considerazione sono stati: la buca di potenziale infinita e l’oscillatore armonico. Tuttavia nessuno dei
due fu in grado di riprodurre i numeri magici sperimentali [4].
La buca di potenziale infinita non e` una buona approssimazione del potenziale nucleare, il potenziale
nucleare non ha una forma cosi “squadrata” ma assomiglia piuttosto alla distribuzione di carica o di
densita`: una forma con angoli piu` smussati che tende a zero al di sopra del raggio medio R.
Vediamo ora in modo piu` dettagliato il caso dell’oscillatore armonico. Il potenziale da prendere in
considerazione ha la forma:
U(−→r ) = 1
2
mω2r2 + U0 (3.8)








dove la degenerazione degli stati e` pari a 2(2l + 1): il termine(2l + 1) dipende dalla degenerazione di
ml mentre il 2 dipende dalla degenerazione di ms.
Tuttavia, come gia` detto, neanche questo potenziale e` in grado di riprodurre i numeri magici speri-
mentali.








I parametri R ed a rappresentano rispettivamente il raggio medio e la skin thikness. La profondita`
della buca V0 e` scelta in modo tale da dare la giusta energia di separazione ed e` dell’ordine di 50 MeV.
Una forma approssimata del potenziale di Woods-Saxon e` rappresentata dalla Figura 3.1.
La giusta riproduzione dei numeri magici si ottenne, pero`, solamente dopo che Mayer, Haxel, Suess
e Jensen, nel 1949, prendendo sempre spunto dalla fisica atomica, introdussero un potenziale di spin-
orbita in modo tale da riprodurre la separazione tra i vari livelli delle shell.
In fisica atomica il potenziale di spin-orbita deriva dall’interazione elettromagnetica del momento
magnetico dell’elettrone con il campo generato dal suo moto rispetto al nucleo. In fisica nucleare si
e` introdotta la stessa forza di spin-orbita ma ovviamente non di origine elettromagnetica. La forma
finale che si ottiene per questo potenziale e`
Vls ∝ dV (r)
dr
−→
l · −→s (3.11)
Come V (r) e` solitamente preso il potenziale di Woods-Saxon.
Tenendo conto di questo potenziale si e` quindi in grado di riprodurre i numeri magici sperimentali.
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Figura 3.1: Rappresentazione del potenziale di Woods-Saxon
3.1 Programma di modello a shell
Il programma ANTOINE [11–13] permette di svolgere calcoli di modello a shell. Esso utilizza il metodo
LANCZOS [14] per la diagonalizzazione delle matrici.
Il punto di partenza e` una matrice diagonale 3×3 da cui viene calcolato lo stato piu` basso per ogni spin
e parita`. Si trova quindi il primo autovalore e autovettore per lo stesso spin J e parita` che chiameremo
|1〉. Successivamente si costruisce lo stato
|ξ2〉 = Ĥ |1〉 −H11 |1〉 (3.12)
dove Ĥ e` l’Hamiltoniana del sistema mentre H11 e` un numero corrispondente al valore di aspettazione
di Ĥ: 〈1| Ĥ |1〉. Si puo` dimostrare inoltre che 〈ξ2|1〉 = 0.
Il passo successivo e` quello di costruire lo stato |2〉 = |ξ2〉H12 con
H12 = 〈ξ2|ξ2〉
1

















Si ottiente cosi la seguente matrice trigonale H11 H12 0H21 H22 H23
0 H32 H33
 (3.15)
Diagonalizzando la matrice si trovano quindi gli autovalori i quali corrispondono ai valori dell’energia
degli stati legati. Dobbiamo ricordare che questi passaggi vengono fatti mantenendo J e parita` inva-
riati.
Continuando con i conti aumenta la dimensione della matrice e il processo continua fino al rag-
giungimento del numero di stati e configurazioni delle varie shell possibili. Il processo puo` pero` essere





In questo capitolo tratteremo in dettaglio il calcolo teorico delle Mirror Energy Differences, specifi-
cando tutti i contributi dell’hamiltoniana di interazione residua da tenere in considerazione.
Si assume in prima istanza che il core del nucleo sia completamente inerte, in modo tale che le energie
di eccitazione derivino esclusivamente dalle diverse configurazioni del nucleo ottenute prendendo in
considerazione solo i nucleoni di valenza.
Ipotizzando la simmetria e l’indipendenza dalla carica della forza nucleare, le differenze di energia di
eccitazione tra stati analoghi nei nuclei speculari dovrebbero avere una natura puramente elettroma-
gnetica. Tuttavia, solamente tenendo conto degli effetti elettromagnetici, non si otterrebbe una corretta
rappresentazione teorica delle MED. A questi effetti vanno aggiunti quindi contributi di asimmetria
che vengono collegati principalmente alla non conservazione dell’isospin.
Nei prossimi paragrafi verranno trattati in modo piu` dettagliato tutti i termini rilevanti per descrivere
le Mirror Energy Differences.
4.1 Effetti elettromagnetici
Come anticipato in precendenza, i contributi principali, anche se non sufficienti, per il calcolo delle
MED hanno un carattere elettromagnetico. L’interazione elettromagnetica produce diversi effetti nelle
differenze di energie e, a seconda della configurazione degli stati, alcuni effetti possono essere piu` evi-
denti di altri. Grazie alla grande quantita` di dati sperimentali, e` possibile studiare in modo dettagliato
questi effetti.
L’interazione Coulombiana agisce solamente tra protoni e questo ha come diretta conseguenza la dipen-
denza dall’isospin nell’interazione totale. Inoltre il campo Coulombiano porta un contributo dell’ordine
di centinaia di MeV alla massa nucleare e quindi e` per questo che l’energia Coulombiana costituisce il
maggior contributo nelle differenze di difetto di massa tra stati analoghi isobari, il quale e` dell’ ordine
di decine di MeV. Un altro effetto di cui e` responsabile questa interazione e` la differenza tra i livelli
di particella singola tra protoni e neutroni. Inoltre, nel calcolo delle MED, i grandi contributi dovuti
al campo Coulombiano si elidono e rimangono solo effetti minori, dell’ordine di 10÷100 keV.
Le variazioni di energia di eccitazione hanno origini sia nucleare che elettromagnetica, ma, considerando
la simmetria e l’indipendenza di carica, nel calcolo delle MED il contributo nucleare si elimina(perche´
simmetrico per protoni e neutroni), rimanendo solo l’effetto del campo coulombiano. Il punto di par-
tenza di tutti questi effetti elettromagnetici e` la descrizione dell’Hamiltoniana efficace come la somma
di un termine di monopolo e uno di multipolo [7, 13]: VCoul = Vcm + VCM .
Il termine di monopolo e` responsabile degli effetti di particella singola dovuti al campo pensato come
a simmetria sferica , mentre il termine di multipolo descrive tutti gli altri effetti [1].
4.1.1 Termine di Multipolo
Il primo termine da prendere in considerazione e` il temine coulombiano di multipolo VCM . Esso ri-
guarda le interazioni tra coppie di nucleoni di valenza ed e` sensibile, in particolare all’accoppiamento
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Figura 4.1: Calcolo della distribuzione di probabilita` per la distanza relativa tra due particelle identiche nella shell
f 7
2
come funzione del loro momento angolare accoppiato. Il centro di questi plot corrisponde a una separazione
nulla [5].
dei loro spin.
Per comprendere meglio questo effetto consideriamo due nucleoni identici nella stessa shell, ad esempio
due protoni nella f 7
2
, accoppiati a J=0. Un modo per variare l’energia del nucleo e` quello di rompere
la coppia di protoni e riaccoppiarli con un momento angolare totale differente: se il nuovo momento
angolare e` maggiore allora l’energia coulombiana sara` minore.
In particolare, quando una coppia di protoni si allinea assumendo il suo valore massimo (2j-1) nella
shell j (quindi nel nostro esempio il valore massimo e` J=6), l’energia coulombiana tra questi nucleoni
raggiunge il suo valore minimo dal momento che la loro separazione spaziale e` massima (si veda la
Figura 4.1).
Quindi poiche´ l’interazione coulombiana e` repulsiva, questo effetto di allineamento del momento ango-
lare riduce l’energia di eccitazione dello stato nucleare. Ovviamente ogni allineamento di una coppia
di nucleoni lungo la banda rotazionale, causa cambiamenti nell’andamento regolare dell’energia della
banda.
Gli effetti appena descritti saranno uguali in entrambi i nuclei speculari presi in considerazione se si
ipotizza la simmetria di isospin nell’interazione nucleare. D’altra parte, solo nel nucleo dove si allinea
una coppia di protoni si manifesteranno gli effetti coulombiani. Come conseguenza della simmetria di
isospin avremo quindi un allineamento di neutroni nel corrispondente nucleo speculare, ovviamente
senza nessun effetto elettromagnetico.
Quindi solo guardando le MED sperimentali di una coppia di nuclei mirror rotazionali, si e` in grado di
dedurre che tipo di nucleone si e` allineato: un aumento significativo della MED descrive l’allineamento
di una coppia di neutroni nel nucleo piu` ricco di protoni e conseguentemente, l’allineamento di due
protoni nel nucleo speculare piu` ricco di neutroni, con una netta diminuzione della MED.
Il termine coulombiano di multipolo quindi riguarda nuclei a cui e` energeticamente favorevole rompe-
re una coppia di nucleoni e riallineare i loro momenti angolari piuttosto che aumentare la velocita` di
rotazione per raggiungere stati eccitati piu` alti.
4.1.2 Termine di Monopolo
Oltre al termine di multipolo che tiene in conto l’interazione coulombiana tra i protoni di valenza,
per riprodure al meglio le differenze di energia di eccitazione tra stati analoghi di nuclei mirror, e`
necessario aggiungere un termine correttivo di monopolo Vcm [6]. Questo termine e` dovuto al fatto che
il raggio nucleare cambia lungo una banda rotazionale con il variare del momento angolare.
Come gia` detto in precendenza, il meccanismo di riallineare una coppia di nucleoni ad uno spin
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maggiore per raggiungere livelli di energia piu` alti, in alcuni casi e` energeticamente favorevole rispetto
all’aumento della frequenza di rotazione. Ad esempio: in nuclei che occupano la shell f 7
2
, l’occupazione
degli orbitali di valenza diversi dalla f 7
2
, i quali sono importanti per la creazione di stati collettivi
vicino allo stato fondamentale, diminuisce lungo la linea yrast1. Siccome il raggio nucleare dipende
dall’occupazione dei diversi orbitali, questo produce un cambiamento del raggio nucleare.
Il contributo di monopolo, nel calcolo delle MED, si propone di descrivere questo fenomeno e puo`







La differenza tra le energie dello stato fondamentale per nuclei mirror con Tz = ±n2 e` ∆EC = EC(Z>)−
EC(Z<). Il suo contributo e` dell’ordine delle decine di MeV. Calcolando le Mirror Energy Differences
per ogni stato con spin J, viste come funzione del momento angolare, dobbiamo normalizzare tali
valori rispetto al valore della MED(s.f.) dello stato fondamentale. Applicando questo procedimento,
l’effetto di monopolo contenuto in ∆EC svanisce ma rimane comunque un piccolo contributo che puo`
essere ricondotto al cambiamento del raggio di carica col crescere del momento angolare. Otteniamo
cos`ı:





dove ∆R(J) = RC(J) − RC(s.f.) e, seguendo [6–8], assumiamo che questa sia uguale per entrambi i
nuclei, quello che cambia e` il valore di Z.
Possiamo quindi formulare, anche in questo caso, una regola generale per descrivere la variazione del
raggio di carica in funzione del momento angolare: orbite con momento angolare minore hanno un
raggio maggiore e quindi i nucleoni risentono meno della repulsione coulombiana; viceversa per le
orbite con momento angolare maggiore.
Come esempio consideriamo la shell fp: l’orbita p ha un raggio maggiore rispetto all’orbita f e quindi
la repulsione coulombiana aumenta nel momento in cui i protoni passano dall’orbita p all’orbita f.
In altre parole, ad alti spin, quando tutti i nucleoni occupano , ad esempio, la shell f 7
2
, il contributo
coulombiano di monopolo e` maggiore rispetto a quello caratterizzato da spin minori, dove e` significativo
il contributo della funzione d’onda dell’orbitale p 3
2
.
Passando all’aspetto pratico, le variazioni del raggio di carica possono essere stimate considerando la
variazione dei numeri di occupazione delle diverse orbite come funzione del momento angolare lungo
la linea yrast. Nel caso dei nuclei mirror, assumendo che questi abbiano lo stesso raggio di carica,










dove αr e` una costante che puo` essere dedotta dalle energie di particella singola mentre con mpi,ν si
indicano i numeri di occupazione dell’orbitale p nella shell fp della funzione d’onda rispettivamente
per i protoni e per i neutroni. Nel caso della shell fp, αr e` stata determinata confrontando lo spettro
sperimentale del 41Sc e quello del 41Ca [1]. Per la shell sd verra` invece determinata cercando il miglior
accordo con i dati sperimentali.
4.1.3 Correzioni di particella singola
I successivi contributi da tenere in considerazione riguardano le energie di particella singola di protoni
e neutroni, i quali vengono modificati dal campo elettromagnetico in diversi modi [8, 9].
Nell’approssimazione dell’oscillatore armonico, l’energia dei protoni risulta proporzionale al quadrato
1Gli stati yrast sono gli stati con energia piu` bassa per un dato momento angolare. Costruendo un grafico Energia vs
Spin J questi stati si vanno a posizionare lungo la linea yrast
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pi, j = l + 12 pi, j = l − 12 ν, j = l + 12 ν, j = l − 12
−42ZA l +42ZA(l + 1) +35ZA l −35ZA(l + 1)
Tabella 4.1: Valori approssimati della correzione dell’energia di particella singola dovuti al potenziale di spin-
obita elettromagnetico ottenuto dall’Equazione (4.6).
del momento angolare orbitale l. L’espressione per lo splitting di particella singola per un protone nella
shell principale, con numero quantico principale N e chiusura della shell posta a Zcs, e` data da [8]
Ell = −4.5Z
13/12





Bisogna sottolineare inoltre il fatto che questo contributo riguarda solo i protoni.
Un effetto che invece riguarda sia protoni che neutroni e` quello dovuto alla forza di spin-orbita elettro-
magnetica. Questa interazione che prende spunto dall’analogo termine nel caso atomico, e` dovuta alla
precessione di Larmor dei nucleoni nel campo elettrico nucleare a causa del loro momento magnetico
intrinseco, oltre che alla precessione di Thomas che caratterizza i protoni a causa della loro carica.
L’effetto di spin-orbita ha un valore di decine di keV.
Tuttavia questa correzione risulta diversa per protoni e neutroni e quindi non si elide nel calcolo delle
MED, anzi puo` giocare un ruolo fondamentale nelle Mirror Energy Differences finali.
Passando ora a un’analisi piu` quantitativa di questa correzione, si esprime il potenziale di interazione
di spin-orbita della seguente forma [9,10]:









l · −→s (4.5)
dove gs e gl sono i fattori giromagnetici
2.
Assumendo che VC sia generato da una sfera carica uniformemente [9] di raggio RC si trova che:








〈−→l · −→s 〉 (4.6)
Questo contributo presenta segno diverso a seconda che si tratti dell’orbita di un protone o di un
neutrone e inoltre dipende dall’accoppiamento di spin-orbita: 〈−→l · −→s 〉 = l2 se j = l + s mentre
〈−→l · −→s 〉 = − (l+1)2 se j = l − s. Facendo ulteriori approssimazioni si arriva ai valori raccolti nella
Tabella 4.1.
Per capire meglio come questo effetto contribuisce all’energia di eccitazione, consideriamo il seguente




. Allora l’energia di questo stato sara` minore rispetto a quella del nucleo mirror che prevede
l’eccitazione di un neutrone. Considerando la Tabella 4.1 si avra` che, nel caso dei protoni, la shell d 3
2
,
che ha j = l− 12 , verra` alzata da questo effetto di circa 63 keV, mentre la shell f 72 verra` abbassata di 63
keV. Quindi la differenza di energia tra le due shell sara` pari a ∆E− 126 keV dove ∆E e` la differenza
di energia senza tener conto del potenziale di spin-orbita. Nel caso dei neutroni invece, la shell d 3
2
verra` abbassata di 52.5 keV mentre la f 7
2
verra` alzata della stessa quantita` e la distanza in energia
tra le due shell sara` ∆E + 105 keV. L’eccitazione di un protone, quindi, richiedera` (126 + 105) = 231
keV in piu` rispetto all’eccitazione di un neutrone.
4.2 Effetti di non conservazione dell’isospin
Tutti questi effetti pero` non risultano sufficienti a riprodurre il valore delle MED sperimentali. Studian-
do i nuclei della shell f 7
2
, dove la quantita` di dati sperimentali permette di fare uno studio sistematico,
2Per i protoni gpis = 5.586, g
pi
l = 1 mentre per i neutroni g
ν
s = −3.828, gνl = 0
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si e` introdotto un termine schematico che permesse di riprodurre tutti i dati riguardanti le MED
dalla massa A=42 a A=55. Questo termine potrebbe essere associato a una dipendenza dall’isospin
dell’interazione forte [3].
Questo termine e` stato dedotto dall’analisi delle MED dei nuclei speculari con A = 42 (42Ti e 42Ca).
Si e` trovato che riducendo l’elemento di matrice con due protoni nella f 7
2
, accoppiati a J = 0, di 100
keV si potevano riprodurre con grande accuratezza tutte le MED della shell f 7
2
[1].
Dato il buon risultato per la shell f 7
2
, si e` tentato di estendere il formalismo allo studio di MED in
nuclei di altre shell. E’ importante notare che mentre nei nuclei di massa A=40-55, la shell f 7
2
domina
le funzioni d’onda, nei nuclei della shell sd, ad esempio, tutti e tre gli orbitali sono rilevanti e pertanto
bisogna considerare un termine di rottura di isospin (chiamato VB in questo lavoro di tesi) per cia-
scun orbitale. Per semplicita` si applichera` un valore identico per tutti gli orbitali di una stessa shell
principale, posto appunto uguale a 100 keV.
Possiamo quindi concludere che il calcolo finale delle MED e` dato dalla somma dei seguenti contributi:
MEDtot(J) = ∆ 〈VCM 〉+ ∆ 〈Vcm〉+ ∆ 〈Ell〉+ ∆ 〈Els〉+ ∆ 〈VB〉
dove con ∆ 〈VCM 〉 ,∆ 〈Vcm〉 ,∆ 〈Ell〉 ,∆ 〈Els〉 ,∆ 〈VB〉 si indicano le differenze tra i valori di aspetta-




Studio dei nuclei mirror
In questo capitolo calcoleremo le MED per i nuclei con massa A = 31, 35, 39, riportati in Tabella 5.1,
e le confronteremo con i dati sperimentali. Per tutti questi nuclei sono stati analizzati sia stati con















Tabella 5.1: Elenco dei nuclei studiati in questo elaborato.
parita` positiva, considerando solo la shell sd, sia la parita` negativa, aggiungendo alla shell sd le prime





Le MED sono calcolare nel modo seguente:
MEDJexp = EJ(Z>)− EJ(Z<) (5.1)
MEDJteor = ∆ 〈VCM 〉+ ∆ 〈Vcm〉+ ∆ 〈Ell〉+ ∆ 〈Els〉+ ∆ 〈VB〉 (5.2)
In tutti questi casi sono stati considerati solamente gli stati yrast, ossia gli stati ad energia piu` bassa
per un dato momento angolare. Per non appesantire troppo la notazione, i vari contributi per il calcolo
delle MED teoriche verranno indicate con VCM , Vcm, Ell, Els, VB.
Per svolgere i calcoli e` stato utilizzato il modello a shell interattivo. Per ottenere le energie di eccitazione
si e` tenuto conto di tutti i contributi descritti al capitolo precedente e si e` utilizzato il programma
ANTOINE [11–13].
5.1 Stati eccitati di parita` positiva
In questo paragrafo verranno analizzati gli stati yrast a parita` positiva. L’interazione efficace usata e`







Nella Figura 5.1 sono rappresentati i livelli studiati e i relativi valori delle energie di eccitazione in
confronto con i valori sperimentali. Queste energie sono calcolate tenendo conto solamente dell’intera-
zione nucleare e di quella Coulombiana (vengono tralasciati i contributi di particella singola, correzione
di monopolo e di rottura della simmetria di isospin).
Tuttavia nel calcolo delle MED, sono stati presi in considerazione tutti i contributi descritti nel Ca-
pitolo 4. In particolare, il termine correttivo di monopolo (Eq. 4.3) e` stato calcolato considerando
la variazione del numero di occupazione dell’orbita s. Per quanto detto in precedenza, l’orbita con
momento angolare minore ha un raggio maggiore mentre le shell d hanno lo stesso raggio [18]. Il peso
che e` stato dato a questo contributo (Eq. 4.3) e` αr = 50keV.
Passiamo ora all’analisi dei dati. Come prima cosa possiamo notare il grande accordo tra i livelli di





Figura 5.1: Stati eccitati di parita` positiva dei nuclei studiati con Z> e i relativi momenti angolari.
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Energy Differences per i nuclei speculari 31S e 31P (Figura 5.2a), notiamo che, l’andamento delle
MED sperimentali viene ben riprodotto, eccetto che per J = 52
+
e per J = 132
+
. Osservando i vari
contributi (Figura 5.2b) notiamo che il termine correttivo di monopolo rimane circa costante, ossia
il raggio nucleare risulta circa uguale per ogni valore di J. Inoltre il termine di particella singola non
influisce nel calcolo finale delle MED. Si puo` quindi concludere che l’andamento finale delle MED e`
dato principalmente dai termini VCM e VB.
Anche per i nuclei 35Ar e 35Cl (Figura 5.3a) possiamo notare la somiglianza tra i valori sperimen-
tali e teorici dei livelli di energia di eccitazione riportati in Figura 5.1b. I calcoli teorici delle MED
riproducono l’andamento dei dati sperimentali, con valori che differiscono tra loro di poche decine di
keV. Analizzando i vari contributi possiamo notare che, come nel caso dei nuclei speculari con massa
A=31, i termini Vcm ed Ell+Els risultano circa costanti e non influiscono nel calcolo finale delle MED.
L’andamento delle MED finali e` dato principalmente dal termine VCM e VB.
In entrambi i nuclei speculari appena studiati si puo` quindi notare come i termini di monopolo e di
particella singola assumano valori piccoli e non influiscono in modo evidente nella stima teorica delle
MED. Gli ultimi nuclei speculari presi in considerazione sono 39Ca e 39K. Anche in questo caso si ha
un buon accordo tra i livelli di energia di eccitazione riportati in Figura 5.1c. Analogamente alla massa
A = 35, i valori sperimentali delle MED sono ben riprodotti da quelli teorici(Figura 5.4a). Osservando
la Figura 5.4b, notiamo che l’andamento delle MED teoriche viene riprodotto principalmente dal ter-
mine di particella singola mentre gli altri contributi assumono valori prossimi a zero e circa costanti.
Notiamo che lo stato J = 12
+
non e` uno stato yrast. Tuttavia e` stato preso in considerazione poiche´ lo
stato fondamentale, nello spazio di valenza sd, per i nuclei con questa massa, presenta un unico buco
nella shell d 3
2




per formare stati eccitati.
Con questa configurazione quindi lo stato fondamentale e` J = 32
+
e gli unici stati eccitati possibili
sono J = 12
+
e J = 52
+
(Figura 5.1c). Va specificato, inoltre, che il primo stato eccitato sperimen-
tale corrispondente a J = 52
+
si trova ad un’ energia di eccitazione E∗ ∼ 4400 keV mentre lo stato
J = 52
+
risultante dai calcoli teorici e` caratterizzato da un’energia di eccitazione E∗ ∼ 7300 keV (con
il corrispondente valore del nucleo speculare), che non e` lo stato yrast. Come detto in precedenza,
la configurazione dello stato fondamentale dei nuclei speculari 39Ca e 39K nello spazio di valenza sd,
e` caratterizzata da un unico buco nella shell d 3
2
e i successivi stati eccitati possono essere formati




alla shell d 3
2
. Nel caso di J = 52
+
puo` pero` risultare ener-
geticamente favorevole creare lo stato yrast promuovendo una coppia di nucleoni nella shell fp, non
considerato nel presente calcolo perche` si utilizza solo lo spazio di valenza della shell sd. Percio` lo
stato che stiamo cercando, con un buco nella shell d 5
2





risultera` ad energia maggiore. Dal calcolo teorico, infatti, lo stato J = 52
+
, per entrambi i nuclei, si ha
a un’ energia di eccitazione E*∼ 7000MeV , percio` e` stato preso come valore sperimentale quello piu`
vicino al valore teorico.
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(a) (b)
Figura 5.2: Valori delle MED sperimentali e teoriche per la la coppia di nuclei 31S e 31P (a) e vari contributi
per il calcolo teorico (b).
(a) (b)
Figura 5.3: Valori delle MED sperimentali e teoriche per la coppia di nuclei 35Ar e 35Cl (a) e vari contributi per
il calcolo teorico (b).
(a) (b)
Figura 5.4: Valori delle MED sperimentali e teoriche per la coppia di nuclei 39Ca e 39K (a) e vari contributi per
il calcolo teorico (b).
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5.2 Stati eccitati di parita` negativa
La stessa analisi e` stata fatta considerando gli stati yrast con parita` negativa. Per questi calcoli e` stata
utilizzata l’interazione zbm2 [17] dove viene chiusa la shell d 5
2
e si permettono eccitazioni di nucleoni









Come nel caso precedente, riportiamo in Figura 5.5 i livelli di energia di eccitazione presi in conside-
razione. Si puo` subito notare, diversamente dal caso della parita` positiva, come questi livelli non sono
sempre molto ben riprodotti.
Per gli stati eccitati di parita` negativa di tali nuclei (Tabella 5.1) e` la prima volta che si valutano sia
il termine correttivo di monopolo (Vcm), sia quello di rottura della simmetria di isospin. Per il termine
radiale viene considerata sia la variazione del numero di occupazione dell’orbita s e degli orbitali fp.




si considerano raggi identici, ma maggiori di quelli della shell sd. A quest’ultimi
si sono poi sommati i numeri di occupazione relativi alla shell s 1
2














7 1.668 1.742 0.175 1.640 1.270 0.122
9 1.746 1.623 0.133 1.706 1.015 0.081
11 1.805 1.423 0.135 1.806 0.921 0.083
13 1.864 1.490 0.094 1.855 0.478 0.087
15 1.654 2.051 0.365 1.580 1.306 0.212
19 1.632 2.218 0.177 1.574 1.340 0.118








termine radiale a seconda della shell considerata. In particolare si e` posto αr = 100 keV per la shell s
e αr = 200 keV per la shell fp. Un esempio dei numeri di occupazione ottenuti dal calcolo di modello
a shell e` riportato in Tabella 5.2.
Partendo dal grafico delle MED per i nuclei speculari 31S e 31P (Figura 5.6a) notiamo che l’andamento
delle MED sperimentali viene riprodotto, eccetto che nel caso J = 152
−
. Questo disaccordo tra i valori
sperimentali e i valori teorici nel caso i J = 152
−
e` puo` essere attribuito al fatto che questi nuclei,
non permettendo l’eccitazione di nucleoni della shell d 5
2
, hanno solamente tre nucleoni di valenza,
insufficienti a riprodurre correttamente stati con alto spin J. Osservando i singoli contributi (Figura
5.7a) notiamo che, fino a J = 132
−
, l’andamento delle MED e` descritto principalmente dai termini




, poiche` i termini Ell + Els e VB assumono valori circa opposti,
il valore finale della MED e` dato principalmente da VCM e Vcm.
Per i nuclei 35Ar e 35Cl notiamo che l’andamento delle due curve e` molto simile ma le MED teoriche
assumono valori assoluti molto maggiori. In particolare osserviamo una netta diminuzione delle MED
per J = 132
−
. Osservando la Figura 5.6b notiamo che tale diminuzione e` evidente anche nell’andamento
del contributo di particella singola. Analizzando la funzione d’onda, ad esempio per il nucleo 35Cl, si e`
trovato che J = 132
−
e` uno stato di particella singola formato prediligendo l’eccitazione di un solo tipo
di nucleone (in questo caso neutroni) mentre per valori di J piu` bassi si osservava un certo equilibrio
nell’eccitazione di protoni o neutroni. A causa della separazione tra i livelli di energia introdotta dalle
correzioni di particella singola, in particolare dal contributo di spin-orbita, al nucleo 35Cl costera`
meno, in termini di energia, eccitare neutroni rispetto al nucleo speculare 35Ar dove si avra` una
maggiore eccitazione di protoni. Questo porta all’evidente diminuzione, in corrispondenza di J = 132
−
,
nell’andamento delle MED. Per quanto riguarda il termine di monopolo Vcm si ha una netta decrescita
in corrispondenza di J = 152
−





Figura 5.5: Valori dei livelli di energia di eccitazione per i nuclei studiati con Z> e i relativi momenti angolari.




della shell fp passando da J = 132
−
a J = 152
−
, ossia, per raggiungere valori di spin J maggiori, e`
necessaria l’eccitazione di un numero maggiore di nucleoni dalla shell sd alla shell fp, la quale ha un
raggio nucleare maggiore.
In entrambi i casi (A = 31, 35), osservando i risultati, si e` pensato che tali discrepanze tra valori
sperimentali e valori teorici fossero dovute al fatto che, non permettendo l’eccitazione di alcun nucleone
della shell d 5
2
, si riducono molto i gradi di liberta` dei nucleoni di valenza. Infatti, per la massa A = 31 si
hanno solamente tre nucleoni di valenza: e` stata quindi esplorata la possibilita` di permettere eccitazioni
di alcuni nucleoni dalla shell d 5
2
. In particolare, si e` limitata l’eccitazione a quatro nucleoni. Per la
massa A = 35 invece, dove si hanno sette nucleoni di valenza, si e` consentita l’eccitazione di solo
due nucleoni della shell d 5
2
. Il motivo per cui e` stata applicata tale limitazione sui nucleoni della
shell d 5
2
e` dovuto al fatto che la dimensione della matrice da diagonalizzare cresce rapidamente con
l’aumentare dei gradi di liberta`. Aprendo la shell d 5
2
ovviamente cambiano i numeri di occupazione
per le varie configurazioni. Si e` notato che in questo caso il miglior accordo con i dati sperimentali si
ottiene attribuendo lo stesso peso alla shell s e alla shell fp, αr = 200 keV (Eq. 4.3), diversamente
dall’approccio adottato in precendenza. In Figura 5.8 sono riportati i risultati. Nel caso della massa
A = 31 si puo` subito notare il maggior accordo tra il valore sperimentale e quello teorico nel caso di
J = 152
−
, mentre per gli altri J si hanno valori circa uguali al caso precendete (differiscono di poche
decine di keV). Per la massa A = 35 invece e` subito evidente il miglior accordo nel caso di J = 92
−
,
ma anche per gli altri valori di J l’accordo tra valori sperimentali e teorici migliora notevolmente.
Infine consideriamo i nuclei speculari 39Ca e 39K (Figura 5.9a). L’unica discrepanza rilevante si ha in
corrispondenza di J = 92
−
dove la differenza e` di circa 120 keV. Per i successivi valori di J, invece , la
differenza varia di alcune decine di keV, discrepanze che possono ritenersi accettabili. Si puo` notare
inoltre una netta diminuzione del valore delle MED in corrispondenza di J = 132
−
. Notiamo che tale
variazione e` riprodotta anche dal contributo di particella singola. In analogia con i nuclei 35Ar e 35Cl,
questo andamento e` causato dalla propensione dei nuclei ad eccitare un solo tipo di nucleoni per formare
stati con alto spin J. Per il termine di monopolo invece, si osserva una decrescita in corrispondenza
di J = 152
−
, dovuta a un aumento dei numeri di occupazione della shell fp. Diversamente da quanto
fatto per A = 31, 35, si e` deciso di non permettere l’eccitazione di alcuni nucleoni della shell d 5
2
perche`




Figura 5.6: Valori delle MED sperimentali e teoriche per la coppia di nuclei 31S e 31P (a) e vari contributi per
il calcolo teorico (b).
(a) (b)
Figura 5.7: Valori delle MED sperimentali e teoriche per la coppia di nuclei 35Ar e 35Cl (a) e vari contributi per
il calcolo teorico (b).
(a) (b)
Figura 5.8: MED sperimentali e teoriche per la massa A = 31, 35 permettendo l’eccitazione di alcuni nucleoni











La simmetria di isospin e` alla base della fisica nucleare. Essa implica che i livelli di energia di eccitazione
di due nuclei speculari siano identici, se si considera solamente l’interazione nucleare. Aggiungendo
l’interazione Coulombiana, che agisce solamente tra protoni, si ha la rottura di questa simmetria.
Studiando le differenze di energia di eccitazione di stati analoghi di nuclei isobari, e` possibile indagare
alcune proprieta` della struttura nucleare e mettere, inoltre, in evidenza eventuali componenti di non
conservazione dell’isospin per l’interazione nucleare.
In questo lavoro di tesi sono state studiate le Mirror Energy Differences per stati analoghi di nuclei
speculari isobari con massa A = 31, 35, 39 e isospin T = 12 , considerando i nucleoni di valenza nella
shell sd per lo studio degli stati a parita` positiva , mentre per lo studio della parita` negativa si e`
considerato lo spazio di valenza sdpf . I valori teorici sono stati calcolati prendendo come punto di
partenza il modello a shell e utilizzando il programma ANTOINE per la soluzione dell’equazione di
Schro¨dinger. Sono quindi stati ottenuti i livelli di energia di eccitazione teorici, da confrontare con
quelli sperimentali ed e` stato inoltre possibile analizzare la composizione delle funzioni d’onda. Utiliz-
zando questi risultati teorici sono stati ottenuti i vari contributi necessari per il calcolo corretto delle
MED.
Dai risultati ottenuti e` chiaro come lo spazio di valenza considerato sia fondamentale per la corretta
riporoduzione dei valori sperimentali; e` questo infatti il caso dello studio della parita` negativa per
la massa A = 31, 35, dove permettendo l’eccitazione di alcuni nucleoni della shell d 5
2
nello spazio di
valenza sdpf e` stato corretto il valore delle MED per alcuni stati che altrimenti sarebbero risultati
incompatibili con i dati sperimentali. Non va inoltre dimenticata l’importanza del termine VB, termi-
ne empirico oggetto di molti studi recenti, il quale spiegherebbe una possibile dipendenza dall’isospin
dell’interazione forte. Va inoltre sottolineata la validita` del metodo utilizzato per il calcolo del con-
tributo correttivo di monopolo, novita` per lo studio della parita` negativa dei nuclei speculari presi
in considerazione in questo elaborato. E` infatti la prima volta che viene considerata la variazione del
numero di occupazione sia dell’orbita s che degli orbitali fp per la stima di questo termine.
Possiamo quindi concludere che, osservando l’accordo dei dati sperimentali con i valori teorici, il me-
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